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Оптимальные интерполяционные формулы в
пространстве L

(m)
2 (0, 1)

Бабаев С.С., Маматова Н.Х., Хаëтов А.Р.

Ushbu maqolada L
(m)
2 (0, 1) fazosizda optimal interpolyatsion

formulalar qurishning d2m/dx2m differensial operatorning
diskret analogiga asoslangan metodi berilgan.

In the present paper we give the method of construction of
optimal interpolation formulas in the space L

(m)
2 (0, 1) which

based on the discrete analogue of the differential operator
d2m/dx2m.

1. Введение и постановка задачи
В настоящей работе с использованием вариационного метода иссле-

дуется задача построения оптимальных интерполированых формул в
пространстве Соболева L(m)

2 (0, 1) непериодических функций, у которых
обобщенные производные m-го порядка интегрируемы с квадратом.

Рассмотрим интерполяционную формулу

ϕ(x) ∼= Pϕ(x) =

N∑
k=0

Ck(x)ϕ(x).

Значение

ϕ(x)− Pϕ(x) = ϕ(x)−
N∑
k=0

Ck(x)ϕ(xk)

ошибки интерполяционной формулы в некоторой точке z есть функци-
онал над классом функций ϕ:

(`, ϕ) = ϕ(z)− Pϕ(z) = ϕ(z)−
N∑
k=0

Ck(z)ϕ(xk), (1)

где

`(x, z) = δ(x− z)−
N∑
k=0

Ck(z)δ(x− xk) (2)
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функционал погрешности интерполяционной формулы Pϕ(x), Ck(x) -
коэффициенты, а xk - узлы интерполяционной формулы (1), 0 ≤ x0 <

x1 < ... < xN ≤ 1, δ – дельта-функция Дирака, ϕ ∈ L(m)
2 (0, 1).

Так как функционал ` определен на L
(m)
2 (0, 1), тогда налагаются

следующие условия (см. [2])

(`, xα) = 0, α = 0,m− 1. (3)

Функционал ` - ограниченный и линейный в пространстве L(m)
2 (0, 1),

а его норма определяется равенством

‖`|L(m)∗
2 (0, 1)‖ = sup

‖ϕ|L(m)
2 (0,1)‖=1

|(`, ϕ)|.

Согласно неравенству Коши-Шварца

|(`, ϕ)| ≤ ‖`|L(m)∗
2 (0, 1)‖ ‖ϕ|L(m)

2 (0, 1)‖.

Следовательно, оценка погрешности интерполяционной формулы Pϕ(x)

на функциях пространства L
(m)
2 (0, 1) сводится к нахождению нормы

функционала (2) в сопряженном пространстве L(m)∗
2 (0, 1).

Итак, для оценки погрешности интерполяционной формулы (1) до-
статочно решить следующую задачу.

Задача 1. Найти норму функционала погрешности ` рассматрива-
емой интерполяционной формулы Pϕ(x).

Очевидно, что норма функционала погрешности ` зависит от коэф-
фициентов Ck(x) и узлов xk.

Если
‖
◦
` |L(m∗)

2 (0, 1)‖ = inf
Ck(x),xk

‖`|L(m)∗
2 (0, 1)‖, (4)

тогда функционал
◦
` называется оптимальным функционалом погреш-

ности, а соответствующая интерполяционная формула - оптимальной
интерполяционной формулой.

Таким образом, для того чтобы построить оптимальную интерполя-
ционную формулу надо решить следующую задачу

Задача 2. Найти такие
◦
C k(x) и

◦
x k, чтобы выполнялось равенство

(4).



Оптимальные интерполяционные формулы ... 25

◦
C k(z) и

◦
x k соответсвенно называются оптимальными коэффициен-

тами и оптимальными узлами интерполяционной формулы (1).

Далее, занимаемся решениями задач 1 и 2.

2. Система для коэффициентов оптимальных интерполяци-
онных формул

Задача 1 решается с помощью так называемой экстремальной функ-
цией интерполяционной формулы. Функция ψ`, для которой выполня-
ется следующее равенство называется экстремальной функцией

(`, ψ`) =‖ `|L(m)∗
2 (0, 1) ‖ · ‖ ψ`|L(m)

2 (0, 1) ‖ .

Следует отметить, что экстремальная функция ψ`(x) функционала
погрешности (2), определенная равенством (9), в n-переменном случае
в пространстве L(m)

2 найдена в [1].

Из результата работы [1] мы получим следующее явное выражение
экстремальной функции ψ` функционала погрешности (2)

ψ`(x) = (−1)
m

[
G(x− z)−

N∑
k=0

Ck(z)G(x− xk)

]
+ Pm−1(x), (5)

где

G(x) =
|x|2m−1

2(2m− 1)!
, (6)

Pm−1(x) - некоторый полином степени m− 1.

Теперь переходим к нахождению представления нормы функциона-
ла погрешности `.

Норма функционала погрешности интерполяционной формулы вы-
ражается через билинейную форму от коэффициентов и значений экс-
тремальной функции ψ`.

Поскольку пространство L(m)
2 (0, 1) гильбертово, то

‖`‖2 = (`, ψ`).

Отсюда, учитывая (5) и четность функции G(x), определенной равен-
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ством (10), и используя определение дельта-функции имеем

‖`‖2 = (−1)
m

(
N∑
k=0

N∑
k′=0

Ck(z)Ck′(z)G(xk − xk′)− 2

N∑
k=0

Ck(z)G(z − xk)

)
.

(7)

Таким образом, задача 1 решена.
Далее занимаемся решением задачи 2, когда узлы xk фиксирова-

ны. Тогда задача 2 упрощается и требуется найти минимум значения
‖`‖ только по коэффициентам Ck(z). Из (2) видно, что квадрат нормы
функицонала погрешности ` является многомерной квадратной функ-
цией относительно коэффициентов Ck(z) и, кроме того, удовалетворяет
условию (3).

Для нахождения точки локального минимума квадрата нормы (7)
при условиях (3) применяем метод неопределенных множителей Лагран-
жа.

Поэтому рассмотрим вспомогательную функцию

Ψ = ‖`‖2 + 2(−1)
m
m−1∑
α=0

λα(`, xα),

где λα- неизвестные множители Лагранжа.
Приравнивая к нулю частные производные от Ψ по Ck(z) и λα, по-

лучаем

N∑
k′=0

◦
C k′(z)G(xk′ − xk) + Pm−1(xk) = G(z − xk), k = 0, N, (8)

N∑
k′=0

◦
C k′(z)x

α
k′ = zα, α = 0,m− 1, (9)

где G(x) определяется формулой (6). В этой системе неизвестными яв-
ляются коэффициенты

◦
C k(z) и полином Pm−1(x) степени m− 1.

Система (8), (9) имеет единственное решение. Здесь мы не приводим
доказательство этого результата.

3. Метод построения оптимальных интерполяционных фор-
мул

В настоящем параграфе занимаемся решением системы (8), (9), ко-
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гда узлы интерполяционной формулы равноотстоящие. Пусть xk = kh,
h = 1

N , N ≥ m. Тогда система (8), (9) принимает вид

N∑
k′=0

◦
C k′(z)G(kh− k′h) + Pm−1(kh) = G(z − kh), kh ∈ [0, 1], (10)

N∑
k′=0

◦
C k′(z) · (k′h)

α
= zα, α = 0,m− 1. (11)

Считая, что
◦
C k(z) = 0 при hk < 0 и hk > 1 и пользуясь определением

свертки двух функций дискретного аргумента [2], систему (10), (11)
перепишем в виде

◦
C k(z) ∗G(hk) + Pm−1(hk) = G(z − hk), hk ∈ [0, 1], (12)

N∑
k=0

◦
C k(z) · (kh)

α
= zα, α = 0,m− 1. (13)

Чтобы решить систему (12), (13) нам требуется дискретный аналог
дифференциального оператора d2m

dx2m . В работе [5] построен дискретный
аналог дифференциального оператора d2m

dx2m и доказана следующая

Теорема 1. Дискретный аналог дифференциального оператора
d2m/dx2m удовлетворяющее равенство

hD
(m)
h (hk) ∗G(hk) = δ(hk), (14)

имеет вид

D
(m)
h (hβ) = p



m−1∑
k=1

Akq
|β|−1
k |β| ≥ 2,

1 +
m−1∑
k=1

Ak |β| = 1,

C +
m−1∑
k=1

Ak
qk

β = 0,

(14∗)

где p = (2m−1)!
h2m , Ak = (1−qk)2m+1

E2m−1(qk) , C = −22m−1, E2m−1(x) – поли-
ном Эйлера-Фробениуса степени 2m−1, qk - корни полинома E2m−2(x),
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|qk| < 1, h - малый положительный параметр, δ(hk) =

{
1, k = 0,
0, k 6= 0,

G(hk) определяется равенством (10) при k ∈ Z.

Рассмотрим функции

v(hk) =
◦
C k(z) ∗G(hk), (15)

u(hk) = v(hk) + Pm−1(hk). (16)

В силу (14) оператор D(m)
h (hk), определенный равенством (14*), позво-

ляеть выразить, в свою очередь,
◦
C k(z) в виде

◦
C k(z) = hD

(m)
h (hk) ∗ u(hk) (17)

и преобразовать задачу отыскания оптимальной интерполяционной фор-
мулы в задачу отыскания неизвестной функции u(hk). Для того чтобы
вычислить свертку (17), надо определить функцию u(hk) при всех це-
лых значениях k. Из (12) и (16) видно, что u(hk) = G(z − hk) при
k = 0, 1, ..., N . Поэтому нам остается только определить функцию u(hk)
при k < 0 и k > N . Сперва рассмотрим функцию v(hk) при k < 0 и
k > N .

Непосредственым вычислением из (15), пользуясь (3), получим сле-
дующее

v(hk) =


− 1

2

m−1∑
j=0

(hk)2m−1−j(−1)j

j!·(2m−1−j)! zj −
m−1∑
j=0

dj(z) · (kh)
j
, kh < 0,

1
2

m−1∑
j=0

(hk)2m−1−j(−1)j

j!·(2m−1−j)! zj +
m−1∑
j=0

dj(z) · (kh)
j
, kh > 1,

(18)

где

dj(z) =
1

2

(−1)
2m−1−j

j! · (2m− 1− j)!

N∑
k′=0

◦
C k′(z) · (hk′)

2m−1−j
. (19)
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Учитывая (12), (15), (18), из (16) для u(hk) имеем

u(hk) =


− 1

2

m−1∑
j=0

(hk)2m−1−j(−1)j

j!·(2m−1−j)! zj −
m−1∑
j=0

dj(z)(kh)
j

+ Pm−1(hk), kh < 0,

G(z − kh), 0 ≤ hk ≤ 1,

1
2

m−1∑
j=0

(hk)2m−1−j(−1)j

j!·(2m−1−j)! zj +
m−1∑
j=0

dj(z)(kh)
j

+ Pm−1(kh), kh > 1.

Отсюда, введя обозначения

Q−m−1(hk) = Pm−1(hk)−
m−1∑
j=0

dj(z) · (hk)
j
, (20)

Q+
m−1(hk) = Pm−1(hk) +

m−1∑
j=0

dj(z) · (hk)
j
, (21)

получим

u(hk) =


− 1

2

m−1∑
j=0

(hk)2m−1−j(−1)j

j!·(2m−1−j)! · zj +Q−m−1(kh), kh < 0,

G(z − kh), 0 ≤ hk ≤ 1,

1
2

m−1∑
j=0

(hk)2m−1−j(−1)j

j!·(2m−1−j)! · zj +Q+
m−1(kh), kh > 1.

(22)

Здесь неизвестными являются Q−m−1(hk) и Q+
m−1(hk) - многочленамы

степени m− 1. Если они найдены, то из равенств (20), (21) получаем

Pm−1(hk) =
1

2

(
Q+
m−1(hk) +Q−m−1(hk)

)
,

m−1∑
j=0

dj(z) · (hk)
j

=
1

2

(
Q+
m−1(hk)−Q−m−1(hk)

)
.

Неизвестные Q−m−1(hk) и Q+
m−1(hk) будут решением следующей задачи.

Задача 3. Найти решение уравнения

hD
(m)
h (hk) ∗ u(hk) = 0, hk[0, 1], (23)

имеющего вид (22).
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Если задача 3 решена, т.е. найдены неизвестные полиномыQ−m−1(hk)

и Q+
m−1(hk), то оптимальные коэффициенты интерполяционной форму-

лы (1), определяются формулой

◦
C k(z) = hD

(m)
h (hk) ∗ u(hk), k = 0, 1, ..., N.

Тогда оптимальная интерполяционная формула принимает вид

Pϕ(z) =

N∑
k=0

◦
C k(z)ϕ(hk).

Как сказано выше, в задаче 3 неизвестными являются Q−m−1(hk)

и Q+
m−1(hk), т.е. имеются 2m неизвестных коэффициентов полиномов

Q−m−1(hk) и Q+
m−1(hk). Для нахождения этих неизвестных из (23) полу-

чается следующая система линейных уравнений

D
(m)
h (hk) ∗ u(hk) = 0, k = −1,−2, ...,−m,

D
(m)
h (hk) ∗ u(hk) = 0, k = N + 1, N + 2, ..., N +m.

(24)

Система (24) имеет единственное решение.
Таким образом, если задача 3 решена, то задача 2 также будет ре-

шена.
Реализовав выше сказанные при m = 1 получим следующий резуль-

тать.

Теорема 2. Коэффициенты оптимальной интерполяционной фор-

мулы вида Pϕ(z) =
N∑
k=0

◦
C k(z) · ϕ(kh) в пространстве L(1)

2 (0, 1) опреде-

ляются следующим образом

◦
C k(z) =

1

2h
(|z − h(k − 1)|+ |z − h(k + 1)| − 2|z − hk|) , k = 0, 1, ..., N.
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